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Exercicio
Sejam X, ..., X, uma amostra aleatdria de tamanho n da distribuicdo da varidvel aleatéria X com f.d.p. dada por

f:0)=e" @9 comaz>0e>0.
(a) Especifique o espago paramétrico e o suporte associado & distribuicao de X.
(b) Verifique se f; = X e 6, = X(1) sao estimadores nao viesados para 6.

(¢) Encontre e compare os EQMs dos dois estimadores.

Resolucao

(a) Especifique o espago paramétrico e o suporte associado a distribuicio de X.
O espago paramétrico é dado por:
O={eR|0>0}

O suporte da distribuicao é:
S={zxeR|z>0}

(b) Verifique se él =Xe ég = X(1) sao estimadores nao viesados para 0.

Estimador 91 =X:
A esperanca de X é:

EX]=E (; iX) = iiE[Xi] = B[Xi]

Para uma variavel X; com a dada f.d.p., temos:

Portanto, 6, = X é viesado.



Estimador ég = Xy
Para encontrar E[X (], precisamos encontrar a f.d.p. de X):

Note que a fungéo de distribui¢ao acumulada (f.d.a.) de X é:

Fx(z) = / e gy =1 — (@9
0

Portanto, podemos escrever Fx (z) da seguinte forma:

0, sex <0
Fx(z) = {1 B ef(:rfe)’ sex >0

Observe que encontramos Fx (), mas queremos Fy,, (). Entao:

Fx ., (z) = P(Xq) <) = P(min{Xy,..., X,} <z)

Fx,(z) =1—Pmin{Xy,...,Xp} >2)=1- P(X; >2)P(X2 > 1z)... P(X, > 7)

Como X; sao i.i.d., temos:
Fxy, (@) =1-[P(X >2)]" =1 -1 = Fx(x)]"

Substituindo Fx(z):

Fx(@) = 1= [L= (1= ")) = 1 = [m @0 — 1 ¢=na=0

Agora, derivando para encontrar a f.d.p. de X(i):

d d —n(z—0 —n(x—0
fxo () = - Fx (@) = o (1- =) = pene=o)

Portanto, a f.d.p. de X(y) é:

—n(x—0) >0
ne , sex >
Fx (@) = {0, sex <0

Para encontrar a esperanca de X(iy:

> oo
E[X )] :/ zfx ., (z;0)de = n/ re—"(@=0) 1.
o 0

Fazendo a substituicdo u = n(z — ), temos du = ndz e do = %

E[X )] n/ooo (% +0) efud;u = /000 (% +9) e “du

1 o0 oo
E[Xm] = f/ ue” “ du + 0/ e “du
nJo 0
Sabemos que [;Sue " du=1e [~ e "du=1:

1 1

1
ElX] =0+~
Xl =0+~

Portanto, 3 = X(1) ¢ um estimador viesado para ¢, porém ¢ assintoticamente nao viesado.



(c) Encontre e compare os EQMs dos dois estimadores.
Estimador 91 =X:
Para calcular a variancia de X, primeiro precisamos encontrar E[X?2].

Sabemos que:
EX]=60+1

Para calcular E[X?]:
E[X?] :/ 22e” @0 dy
0

Fazendo a substituicao u = z — 6, temos:

BX?] :/ (u+9)2€_udU=/ (u® +2uf + 0*)e " du
0 0

Separando os termos:
E[X?] = / u?e™" du + 20/ ue™" du + 6° / e “du
0 0 0

Usando os resultados conhecidos:
oo oo oo
/ ule % du = 2, / ue “du=1, e / e “du=1
0 0 0

E[X?|=2+420-14+6%-1=2+20+06°

Portanto:

Agora podemos calcular a variancia de X:

Var(X) = E[X?] — (B[X])? =2 +20 + 0> — (0 + 1)*

Var(X) =2+20+60%— (0° +20+1)=2+20+ 6> - 6> —-20 -1 =1

Portanto, a variancia de X é Var(X) = 1.

A varidncia de X é: Var(X
Var(X) = Y _
n

1
n

O viés do estimador 8, é:

Viés(01) = E[fh] -0 =E[X]-0=(0+1)—-0=1
O EQM do estimador 0, é:

« N A 1 1 1
EQM(01) = Var(9h) + Vies?(61) = — +1% =~ +1= tn

n

Estimador ég = Xy
Para calcular a variancia de X(;), precisamos encontrar E[X (21)].

A f.d.p. de Xy &

fX(l) (]}) = ne—n(z—@)

Para calcular E[X (21)]:

oo

E[X(21)] = /0 foXO)(af; 0) dr = n/e 3:267“@79) da

Fazendo a substituicdo u = n(x — ), temos du = ndzx e do = %“:

oy 2 _du 1 [% —u
E[X(Ql)}:n/() <f—|—9) e ;:7/0 (u+nb)?e " du

n

Expandindo e separando os termos:

1 (e )
E[X(zl)] == /0 (u? + 2und + n?6%)e™" du



Usando os resultados conhecidos:
1/ [ o0 o0
E[X(Ql)] =— (/ u?e™" du + 2n9/ ue” " du + n292/ e du)
n \Jo o 0
2 1 2,2
E[X{y] =~ (24 2n6 + n*6?)

1 200 022 2
E[X(Ql)}:ﬁ~2+%+nn = = +20+no”

Agora podemos calcular a variancia de Xq):

2 1\°
Var(X(1y) = B[X()] — (E[X1)])? = 20+ nb?* — (9 + n)

Expandindo (E[X(l)])2:

1\? 2 1
EXy)?=(0+-) =0*+=—+—
Bl = (0+5) =+ 242,
Portanto: 5 5 )
Var(X(l)) =—+20+ TL02 — (02 + —+ 2)
n n o n
2 20 1
Var(X (1)) = — + 260 6> -9 - — — —
ar( (1)) . + +n " n2
Simplificando:

20 2 1

2 2
Var(X (1)) =nb> — 6% +20 — — 4+ = — — —(n1)92+9(2)+
n n n n

Var(X(l))

n2

O viés do estimador 05 é:

Viés(02) = Elfs] — 0 = E[X (1)) — 0 = <9 + i) —0= %

O EQM do estimador 0 é:

A ) L os 1 1N 112
EQM(GQ) = Var(QQ) + Vles2(92) - ﬁ + (n> = ﬁ + — = nf

Comparando os EQMs:
1+n

BQM(0) = " QM) =

% < HT” para n > 1, 5 é um estimador mais eficiente do que 6.

Como



